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ABSTRACT

It is shown that, almost surely with respect to the product measure, the
maximal spectral type of Ornstein’s transformations are mutually singu-
lar so that these transformations are mutually disjoint in Furstenberg’s
sense.

1. Introduction

Dans [O] D. S. Ornstein introduit une classe de transformations de rang un selon
un certain procédé aléatoire et montre que presque siirement ces transformations
sont mélangeantes; ensuite D. Rudolph [Ru] adapte la procédure d’Ornstein afin
d’obtenir des exemples de transformations ayant la propriété d’autocouplages
minimaux (M.S.J). Vient alors J. King [K] qui montre que tout rang mélangeant
a la propriété M.S.J., donc presque stirement les transformations d’Ornstein ont
la propriété d’autocouplages minimaux. Mais, de maniere générale D. Rudolph
& A. Del Junco [D-Ru] montrent que deux transformations simples qui n’ont pas
de facteurs isomorphes sont disjointes au sens de Furstenberg, en particulier, si
les deux transformations ont la propriété d’autocouplages minimaunx, alors, elles
sont disjointes si elles ne sont pas isomorphes car la propriété d’autocouplages
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minimaux entraine la primalité [Ru2, p. 117]. 11 est alors naturel de se poser la
question suivante :

Les transformations d’Ornstein sont-elles presque stirement

mutuellement disjointes au sens de Furstenberg?

Bien que cette question semble inaccessible par les méthodes du codage [Th-p],
la voie spectrale est restée inexplorée. En effet, le spectre de ces transforma-
tions est resté méconnu jusqu’a ce que J. Bourgain montre dans [B] que presque
sirement ces transformations sont singuliéres. En s’inspirant tres largement des
techniques de J. Bourgain introduites dans [B] et développées par 1. Klemes dans
[K1] et I. Klemes & K. Reinhold dans [K1-Re], et en les généralisant on répond
affirmativement & cette question. En fait, on montre que presque siirement les
types spectraux de ces transformations sont mutuellement singuliers. Intervient
alors le probleme sous-jacent de la masse en zéro qui présente dans ce travail une
sérieuse difficulté.

Il va sans dire que ce travail s’inspire aussi de la littérature abondante sur
les produits de Riesz classiques qu’on rencontre dans l’analyse harmonique, en
particulier les travaux de J. Peyriére [P] , G. Ritter [Ri], F. Parreau [Pa], G. Brown
& W. Moran [B-M] et de S. J. Kilmer & S. Saeki [Kl-Sa]. De plus le résultat
précédent est valable pour les types spectraux des transformations particulieres
d’Ornstein construites dans Particle de A. H. Dooley & S. J. Eigen [D-E] bien
que la question du faible mélange de ces transformations reste ouverte.

1.1 CONSTRUCTION D’UN RANG UN.
En utilisant la méthode de découpage et empilement développée dans [Frl] &
[Fr2], on définit un systéme dynamique de rang un de maniére constructive comme
suit.

Soit Bg = [0,1) muni de la mesure de Lebesgue v .
Au stade 1. on décou1(;)e) By en pp intervalles de méme longueur, et on place
0
1
apres I'autre en partant de la gauche vers la droite. A ce stade T envoie d’une

€me intervalle a

sur le ¢ intervalles de méme longueur puis on les empile I’'un

maniére affine le niveau 4 sur le niveau (i + 1), et T n’est pas défini sur le niveau
hi=po+ Y2, aEO). Ainsi, on vient de construire une tour de hauteur h;.

Au stade k: supposons le (k — 1)¥™e stade réalisé; ainsi, on dispose de la
(k — 1)*™¢ tour de base Bx_;. On découpe cette tour en px_; sous-colonnes

de méme longueur et on place sur la i®¥™¢ sous-colonne agk-l) intervalles de la
méme longueur puis on empile en partant de la gauche vers la droite. A ce stade

T envoie d’une maniére affine le niveau ¢ sur le niveau (i + 1), et T n’est pas
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défini sur le niveau pr_1hg_1 + S o7t otk

i1 O Ainsi, la k'™ tour obtenue a

pour hauteur
Pr—1

by = pe—1hi-1 + Z a* 7 avec0<a

i=1

(k~1)

i

< 00, 1Siﬁpk—1-

Ce qui revient, en utilisant une définition symbolique, & définir T par:

B = Bpsss---sByss---sBys---5-- - Bipsss---s
k+1 K 3 k &

-
k k) k (k)
RO RS

/

'

pi. fois

ol By est le k**™¢ bloc et s est le séparateur.

Selon ce procédé on vient de construire un systéme dynamique (X, A, T),
qui peut étre fini ou o-fini selon la quantité des séparateurs utilisée et dont la
construction est entierement déterminée par la donnée de deux parametres: le
(k—l))Pk )
i i=1)k=0"
Dans {C-N} il est montré que le type spectral d'une telle transformation est

parametre de découpage (px )32, et le paramétre d’empilement ((a

donné modulo quelques atomes par:
k=n pr—1

1 ; i gk
o = Wlm[[|Pfdr ot Pe=—=| ) 27 Uhetiinio)
k=1 VPk 7=0

et A est la mesure de Lebesgue sur le tore T .

L’égalité étant au sens de la convergence faible des mesures sur le tore.
Les polynémes Pj apparaissent d’une maniére naturelle comme conséquence
de la relation récursive qui existe entre les bases By, en effet

By = By41 U Thk+3k(1)Bk+l U---uU T(Pk—l)hk+3k(Pk—1)Bk+l,

v(Bg) = prv(Br41),

ol sg(n) = a(lk) ot al et s(0) = 0.
En posant

on obtient

fx = Po(Ur)fry1, o Ur est I'opérateur associé a T.
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En réitérant cette relation on obtient

m—1

doy, = |Pi|* dogyr = - = I 1Pess? dorsm,
j=0

ol o est la mesure spectrale de f;.

1.2 CONSTRUCTION DES TRANSFORMATIONS D’ORNSTEIN.
Dans [O] le choix des séparateurs est fait d’une maniére aléatoire; en clair, on

- o . . ) i=pr—1
choisit d’une maniere uniforme et indépendante les (zy ;);—7* "~ dans

X, = {_hk-l hk—l}

2 72
et on pose
(k)

a.:

i = hp_1+ TE; — Trio1, et o =0.

Un calcul immédiat permet de conclure que
hi+1 = p(hk + hi—1) + Tk p,

et donc la suite (hy) est entierement déterminée par les deux suites déterministes
d’entiers positifs (px) et (zxp, )-

On impose de plus comme dans [O] que le nombre zj ,, qui correspond a la
derniére colonne soit choisi entre 1 et 4 afin d’assurer la totale ergodicité ; ainsi
la suite (zg,p, ) est une suite déterministe qui vérifie

+oo
z

> ——2””“ < +00
k=0 'k
On déduit de ce qui précéde que V’espace de probabilité des transformations
d’Ornstein est donné par Q@ = [[;2, X”~', muni de la probabilité Rie; Qi, ot
Q= ®’l"—1 Uy; U; est la loi uniforme sur Xj.

Chaque point w = (wk = (zk)} ;;l)pl dans € définit les séparateurs et par
suite donne naissance & une transformation 7., et si on se restreint & (¥’ = {w: T,
mélangeante }, le type spectral de T, est alors donné par:

1 N |m—1 2
0T, = O1p, =0 = iy + 251 =" limH 1;; Z 2Phthi-)tzp) gy
=1 p=0

ol w* lim désigne la limite faible, y,, est le type spectral réduit de 7,, et \/c est
la masse totale du systéme dynamique qui ne dépend pas de w.
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8’1l n’y a pas d’ambigulté, on notera dans la suite o et ¢’ les types spectraux
associés respectivement a T, et T,/, ol w et w’ sont deux points de Q, u et y’
leurs types spectraux réduits.

Le but de ce travail est de montrer le théoréme suivant.

THEOREME 1.1: Pour P® P - presque tout {w,w') € Q x § les transformations
d’Ornstein T,, et T, sont disjointes au sens de Furstenberg, i.e. leur seul couplage
possible est la mesure produit.

En fait on montre le résultat suivant.

THEOREME 1.2: Pour P® PP - presque tout (w,w’) € Q x Q les types spectraux
réduits des transformations d’Ornstein sont mutuellement singuliers, i.e.

PRP{(w,w): py L pu} =1

Preuve du théoréme 1: Par exemple par le lemme de [Th] et le théoreme 2 on
obtient le théoreme 1. ]

Le reste de ce travail est consacré a la preuve du théoreme 2 .

Dans la section 1 on donne un certain nombre de critéres de singularité et de
non-singularité mutuelle des types spectraux des rang un.

Dans la section 3 on réduit le probléme 4 une majoration (Proposition 3.6) qui
est montrée dans la section 4. Les résultats de ces sections permettent d’obtenir
une nouvelle démonstration du théoréme de Bourgain cité plus haut.

2. La singularité et non-singularité des types spectraux des rang un

Dans cette section, on développe un certain nombre de critéres de singularité
et de non-singularité des types spectraux des rang un en utilisant les notions
classiques d’affinité et de moyenne géométrique de deux mesures suggérées par le
referee. Mais avant de développer ces criteres, rappelons ces notions.

Soient p, ¢/ deux mesures de probabilité. Choisissons une mesure p telle que
p<< petpy << p (par exemple p = (u+ u')/2); écrivons du = g dp et dp’ = ¢'
dp. La mesure 1/gg’dp ne dépend pas de p: c’est la moyenne géométrique de u
et 1/, qu'on peut noter \/uy'. L’affinité ou l'intégrale de Hillenger est le nombre
J dv/uy'. Laffinité est nulle si et seulement si les mesures sont étrangeéres; elle
vaut 1 si elles sont égales.

PROPOSITION 2.1: Soient ¢ et o' deux types spectraux de deux transformations
de rang un faiblement mélangeantes, i.e.

N N
1 1
o=pt b =u im[JIRPdN, o' =p' + Sh=w lim [T1P/1% dA.
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Alors les deux assertioh?s sulvantes :
.1 5
1) lim lim PP d\=0
( ) 61—133)] Supf_&ll;lll [ ll y

(2) lim inf/ H{Y__l |PP/|dX >0, pour un certain borélien B,
B

entrainent que p et ' ne sont pas singuliéres.

Preuve de la proposition: Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

N
JITIRpIar<1.
=1

On peut alors extraire une sous-suite (Ni)ken telle que HIN=’°1 |PP/|d\ con-
verge faiblement vers une certaine mesure positive « continue en 0, I'inégalité
de Cauchy-Schwarz entraine aussi que pour toute fonction continue ¢

< ( / |¢|2lljlmm> < / ﬁlﬂ’lzdk)%
< ( / |¢|"'£[1|Pl|2dA)

fos=(for )

ce qui entraine que « est absolument continue par rapport & o (avec une densité

1
2

N
| [oIlIRpa
=1

1
2

d’olr

L?). Comme o n’a pas de masse en 0, a << u. De méme, a << p'.

En fait il est clair que la mesure o est inférieur ou égale a la moyenne
géométrique des deux mesures et par {2) on obtient a (T) > 0, d’ou le résultat.
|

PROPOSITION 2.2: Soit u le type spectral d’un rang un, i.e.
N
p=wlim [ IR d),
=1

et soit p une mesure positive sur le tore. Alors la convergence en mesure (au sens
de p) de H{il |P;| vers 0 implique I’orthogonalité de p et p.

Pour montrer cette proposition on a besoin du lemme suivant.
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LEMME 2.1: Soit u comme dans la proposition précédente; pour tout € > 0, pour
tout N >0, on a

N
N{G:H|P,| <e} <2
=1

Preuve du lemme: Notons tout d’abord que {0 : H{il |P| < e } est un ouvert
d’olt par le théoreme général de convergence des probabilités dans un espace
métrique

M

N
pl0:T1IP| < g} < liminf |By)? dA
{ ll;[l {Q:HLN=1|P’|<E} l];[

N M
= lim inf IIe? II 12 ax
{o:T1.L, 1P<e} 1= I=N+1

< &2, [ |

Preuve de Ia proposition: Soit € > 0 ; & cause de la convergence en mesure au
sens de p, il existe Ny tel que

N
VN > Ny, p{e:Hmtz\/E}«,
=1

et par le lemme 2.1 on a ,u{& : Hllil |P| < \/E} < g, Le. il existe A¢ tel que:
p(AS) < e et u(A.) < e. D’on la singularité des deux mesures. 1

COROLLAIRE 2.1: Si [ [, |PP; lors 1 — 1.
R i [ I1i= 1P lldAN—_»)f—ool alors p=

Preuve: La masse de a est inférieure ou égale & I’affinité des deux mesures ¢ et
o', qui vaut 1 si et seulement si elles sont égales. |

COROLLAIRE 2.2: A L N .
R M:*sz:lIled/\N_—ng

Preuve: Comme A correspond & P, = 1, pour tout n, le corollaire découle
immeédiatement des propositions 2.1 et 2.2. |
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3. La singularité mutuelle des types spectraux des transformations
d’Ornstein

Le reste de ce travail est basé essentiellement sur la généralisation de la car-
actérisation de singularité donnée par J. Bourgain dans [B] et qui correspond au
corollaire précédent. Cette généralisation se limite, dans notre cas, aux types
spectraux ayant les mémes bases, en clair on obtient la proposition suivante dans
le cas des types spectraux des transformations d’'Ornstein.

PROPOSITION 3.1: Les deux assertions suivantes sont équivalentes:
(a) ply
N
(b) in:l, \d,u — 0.

N—+4oc0
La preuve de cette proposition est fondée essentiellement sur le (1) de la
proposition suivante.

PROPOSITION 3.2: Solent u et u' les types spectraux réduits associés respective-
ment aux transformations d’Ornstein T, et T,,. Alors
(1) La suite de mesures finies (uy) donnée par

N P 2
(3.1) pv =] |5 | @
=11
converge faiblement vers p.
(2) Les suites de mesures (‘ ' du) (l—g',’:—'lg) convergent respectivement

vers 1’ et o’.

Preuve: Clairement uy est le type spectral réduit de la transformation
d’Ornstein Sy associée au point {y = (wo,w1,ws, - -, WN, W11, Wiy ---) de
Q. En faisant varier N dans N on obtient alors une suite de transformations
d’Ornstein qui converge faiblement vers T, ce qui entraine (1). La premiére
partie du (2) se démontre de la méme maniére que (1), il reste alors & montrer
la seconde partie.

En effet, comme
! 14

g u 11
T2 = ﬁ‘f‘——él
T APRT €Pm

oll py, est le parametre de découpage qui tend vers +o0o quand m — +00, il suffit

7
de montrer que la suite —‘f-g) converge vers o’.
1PLI* ) m>0

Notous:

m—1
kT 12 ro_ |2
dpm = =w" lim II I1FIPdx et doj, = 1:[ |P/|* d.

| | 1< N lm
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En remarquant que les polyndémes ont des coefficients positifs on obtient que,
A A
pour tout k € Z, o), (k) Sp/;n (k) <0’ (k); comme o/, {(k} = o (k), on a
A
p/:n (k) = o' (k) d’ou le résultat. |

Preuve de la proposition 3.1: Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

d/,L</H

(3.2)

FP <1,

de plus la borne inférieure de

(f549) (4]

pris pour les fonctions f > 0 continues est le carré de I'affinité de p et 4.
D’autre part, le (1) de la proposition 2.1 entraine trés simplement que les deux

e
: i 7
m{{lp d

existent et sont égales a la moyenne géométrique /. Dol la proposition.

limites faibles

et

COROLLAIRE 3.3: Les deux assertions suivantes sont équivalentes:
()MLMP®PPS
Lidy dP@P —
fnl 1’P| # ® ——>+ooo
Preuve: (d) = (c) découle immédiatement de ce qui précéde .
(¢) = (d) la proposition 3.1 entraine

Iy
d =0 POP-—ps.

N—+00

D’olt le résultat via 3.2 et le théoréeme de la convergence dominée de
Lebesgue. |

COROLLAIRE 3.4: ALpu P—ps<= [[[L,|PldAdP — 0.
- N—-—+4o00

Preuve: A correspond & P/ = 1. |

Maintenant, le reste de la démonstration s’inspire largement du travail de
J. Bourgain [B].
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PROPOSITION 3.3: Les deux assertions suivantes sont équivalentes:

(1) inf{HHLl w7

ZkEN,’I’Ll <n2<n3<...<nk}:0.

] L (u')
(2) Ly
Preuve: Posons N ={nj,ny,...,nx} et soit N > ny, alors par Cauchy-Schwarz
on a
P, ’ P, Iy
1 _ - L s d ’
[0z H w7
I<N <N I<N
%
2
(Jmfale) (fulelnfars
leN leN
I<N I<N
Or
P,
/ H ’ —7\ dy'
:g-’l‘é 'S'?V/ l¢N—atopl<N L

(S5

1
2 2 2
P,
< 5| / %
( ) LgN F
I<N

Mais la derniére quantité est inférieure 4 1, donc

“Lldy < /g

<N

‘ 7

et cette inégalité permet de conclure via la proposition 3.1. |

COROLLAIRE 3.5: Les deux assertions suivantes sont équivalentes:
. P,,
(1) 1nf{f]_[f=1 |5 |dp dP@P: k€ Nyng <np<mg<--- < nk} =0.
2 pLly PRP—p.s.
Fixons, maintenant, une certaine sous-suite N' = {n; <ny <nz <--- < ng},
k € N, soit m > ny, et posons

o-IIl5 |

nz

On a alors le lemme suivant.
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Lovwes 3.2: [(QIIP| du'dPaP <} (f1Q1+ [1Q11PP) 4 (r1@t|ipP - 1])"

Preuve: Par Pinégalité de Cauchy-Schwarz

639 [1)IPF-1|aders (/IQ]HPI—IIZ)% (/IQHIPI+II2)%

Or, le deuxieme facteur de l'inégalité (3.3) est plus petit que 2. En effet:

[l api+ )|, < |l 171]

<(IQ Pl |1Plp)* +1< 2

D’autre part, le premier facteur de I’ inégalité (3.3) vérifie

J1ater-1¢ = [t + 112 [1eiip,
(/|Q1|1P| ) <o franpr+ o2 f1ai1m).

D’ou le lemme.

i.e.

2
PROPOSITION 3.4: limy—o0 [ Q) ‘%}1 dy' = [1Q|dy'.
Preuve: Considérons la mesure de probabilité suivante

T =w" A}im H |P}|?
—00

EN
<M
et constatons qu'on a
1 - 2
! ! 7 !
dr = —?-do et do' = | | |P/|" doy,, 11,
Hne/\/l nl =1

d’otr
2
dr = H |P.|" dor,, 11-

ngN,
nlng
P2
On montre comme le (2) de la proposition 3.1 que la suite (ll—;,"sl dr)
convergence faiblement vers 7 et ceci achéve la preuve.
Du lemme et de la proposition 3.8 , on obtient par passage 3 la limite supérieure
la proposition suivante qui permet de choisir convenablement la suite N.

m>0
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>2

ProOPOSITION 3.5:

i [ 10|77 awapop< [101- 3 (li_m/IQI

Pour conclure ce travail, il suffit d’estimer

2
-1

P
P

p 2
m ’
—| = 1|dy'dPQP.
/ Q| P @ dP ®
P2
Mais compte tenu du fait que II—;}L — 1} s’annule en 1 la quantité précédente

est la limite de la suite suivante

M
/ I1 122 ||Pm|2 - |P,',,12’ I 1P drdraP.
jEN J'Ef{/fjl#m

En fait, le résultat est acquis si on montre la proposition suivante.

PROPOSITION 3.6: lim [ |Q]

2
11—‘2? ~1tdu’dﬂ’®l? > K [|Qldp'dP®P, o K
est une constante positive absolue.

La preuve de cette proposition comporte deux étapes qui font Pobjet de la
section suivante.

4. L’inégalité de Khintchine-Bonami et Noyau de Fejér
4.1 1ERE ErapE (L'INEGALITE DE KHINTCHINE-BONAMI).

Fixons d’abord z et m, (w,w’) vivant dans 2 x Q. Et définissons 7 par:

Z—T
s 25,

Alors (g hmthes)
. . z p—q m m—-1

1Pl =123 aparp(@)T5(0),  0b tpg = —

p#q m

et 7, est définie par 7, = T 0Ly p, Tm,p étant la p™® projection de Qp, = X2r~!

A cause de la définition de P les variables aléatoires (Tp)ggl_ Ysont indépendantes,
et afin de les centrer on pose:

hm—1

1 2
(4.1) =7 — 2°, d’oi17'°——-1'p—/7'd]P’
hm—l +1 s=_;mT—l P
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et

42 Yoz =Cowa)| [ 7] 4 Sl [ 75+ [ 774 L

Mais comme pour P®P les projections 7; et m3 de Q x Q dans Q sont

indépen dantes alors pour P ® IP les variables 7,0 7 et 7,0 72 sont indépendantes.
Par suite

JALR AR S R (LA L3

(43) > [ [B0Pal - 1Pl
Et a cause de I'indépendance on obtient par (4.2)

JEE A

(4.3) |Zapq /’T’T +/TT° +Zapq7' 70| dP

Maintenant par les mémes arguments que J. Bourgain, on considere les signes
. . o —1 sz ‘s
aléatoires ¢ = {e1,...,6p,, -1} € {—1,1}’™7", et l’espace de probabilité associé

dP @ PP.

PP

B | — Pm—1
Zm:QmX{—l,l}pm 1, OilQm:{— "; 1,...,h2 1} .

Ensuite on considere l'espérance conditionnelle de I’expression suivante

Zapq (/77}?"'/7;:;;) +Zaqu;T—;

par rapport & la tribu B donnée par les A(I,z) o0 I C {0,...,pm — 1} et z €
ainsi

‘|
AL, z) = [[{=:} x {_h"é-l,,,.,ﬁ’fl}” s {1 % (=1}

el
En fait I correspond &
gi=1 Viel e ¢g=-1, Vi¢gl

En d’autre termes, on considére 1'espérance conditionnelle par rapport aux
variables 7, pour lesquelles €, = 1, on obtient le polynéme suivant de degré

deux en ¢:
1+e¢
Ep /TT;

45) 3 ap (1

1+e¢ 1+e o=z
%) + Lot g2 T
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d’otr

/}Zam(/ﬁ}? +/7an) +Zapq7';?q°— dP
49 = [ [B( S 77+ [0+ Cenrit]

//’ Za,,q/rr +/r~r +Zapqpq|5

Or, par Pinégalité de Khintchine-Bonami* [Bo], il existe une constante positive

1| dP de.

absolue telle que:

J[1Som (152 e 5 [ 7)

1 1
+Za,,q 2 +€q 518 | de dP

(47) >K/(/'Zm Hs”/ gt [ )

i

1 1
+Zapq tep +Eq To7e | ds) dp
>k [ Zlapql%;mf—;FY P
K [ (X lawl iz Pr5R)"

Or
0y (Slawlirgling?)’ =-1;\/((Z|Tg|2)2~z|fg|4)
> - (1) -V iat)

la derniére inégalité résulte du fait que

Ve2y20, Vz-y>vz-j

Les inégalités (4.7), (4.8) et (4.3) combinées avec (4.4) entrainent:

K
@9) [Pl 1P d]P’®]P’2Kvar(7')—p—m/ S [r2l4dP.

* On peut étendre cette inégalité sans peine aux suites de variables aléatoires réelles,
indépendantes, de moyenne nulle et bornées par la 1néme constante.
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Mais le dernier terme du deuxiéme membre de l'inégalité précédente vérifie

\/_ N—-—->+oo
D’oti (4.9) devient
1 o 1Yk

2

(4.10) /’|Pm|2—|P,’n| ldIP@]P’zK e —— S| | - 22
(-1 +1)° 20 VPm
On peut alors multiplier (4.10) par
il 2
/ 2P I |P| dPoP
JEN i=1
JgN j#mM

puisque les deux expressions ne dépendent pas des mémes variables et intégrer la
quantité obtenue par rapport a la mesure de Lebesgue. Enfin, en faisant tendre
M vers +00 on obtient

J1a
K( [l PP /IQITH) hz:)

_W/'Q' |P;[2dP®P)'

4.2 2°M€ ETAPE (UNE ESTIMATION AUTOUR DU NOYAU DE FEJER).
Il nous reste & estimer la limite de la quantité suivante (quitte & extraire une sous

suite):
1ol m@er- [l

ol kpy = A1 + 1.

Mais compte tenu du (2) de la proposition 3.1 le but de cette sous-section est

d’estimer
J1allz

en démontrant le lemme suivant.

1|dy/dPQP >

2

dP P

dy/
|PL|®

-1

d
# L _apeP,
|PLI?

S

Ic
msO

k—l
2

e —E_apeP,

Py
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Ky —1

2 '
LEMME 4.3: limsup [ |Q| ‘é Yoamy 2° ‘—gé‘—lgdP@]P <i

Preuve: Posons ¢ = |Q), et constatons tout d’abord qu’on a

dy'

411 ¥é > 0, lim =
(410 P2

m—400 ]_&5[-:

En effet, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

’ Em—1
1% dy ay’ 1 1 | dy
/ wk——Zzs I2S(/902/2)2/ km PRY)
IR G L e S R 2 | P 1-8[° {Fm (=5 | Pl
2 3
/ 1 et L aw
T Z z P
1-s6(c |Fm =5 | |Pnl
Oron a
LRt a4 1 dy!
/ k_ Z 25 fLZ < Ez— X YN X 72
bsate B 27| PR T R Jsin®)F S (Pl
<X —
m |sm(§)|
Le résultat découle du fait que
4 1

x ————
k2, |s'm(%)‘2

converge vers 0 quand m tend vers 400.
Maintenant compte tenu du fait que ¢ est une fonction positive et continue en
0, alors, pour tout £ > 0, il existe > 0, tel que: || < n implique |(8) — 1| < €.
On en déduit

7|1 krm—1 ’
/ =2 | (b0 -1 Eol<e vmen.
-n m s=0 | ml
D’ou
n|q kmzl 2 d | kmol i
LS 2 oi0) [l=X = e
/—n km ;, N e A A




| kmml 2
o 2

s=0

a.l
—— +¢
2

1P7l
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km—1 |%

(4.12) < /
1=
km—1
-1/

]' S
— z
=X
La derniére inégalité résulte du fait que

do' +¢

2

1
' + = | +e.
C

s=0

A A 0.’
VneZ o (n) 20y, (n), ol op,=—-7.
1Pl

2
PN . i s ’ . 1 km—1 _g ,o.
Mais & cause de la continuité de p’ et du fait que lm Yoo T 2% vérifie

k=1 |2

1 8
o

™ s=0

pour tout z # 1, lim
m—+00

2

pour tout z € T,

On obtient grace au théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

km—1 |2
lim
m—400

Ainsi (4.11) et (4.12) entrainent

lim sup / %)

km—1

1
o 2

5=0

dy!
P

2 du
A / o
IPml [‘T)yﬂ]c

!

) Fmzl 2
P

s=0

du’
P

7
= lim sup / 7

-

7
< limsup /
-1

< lim /

| Fmzl 2
il ]
Ko Ez:o g
1 kmzl
PP

™ 5=0

dy
©(0) |P1'nl2

2

1 1
dy' + =) +e==+e.
C [
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Et puisque € est arbitraire on obtient
oy —1

2
1
limsup/go = Z 2°
™ s=0

Maintenant il suffit de constater que si on pose

dy
P < o
m

[a—y

km—1

1 S
2

s=0

2
dy’
|Ph I

) = [ 10l

alors on a f,,(w,w’) <1, pour tout m. Ainsi, par le lemme de Fatou , on obtient

/limsupfm(w,w')d]P®P > limsup/fm(w,w’)d]P’@P,

ie.
1

?7

limsup/fm(w,w')dP®IP§

ceci acheve la preuve du lemme. 1

Preuve de la proposition 3.10: Le (2) de la proposition 3.1 permet d’écrire

P2
liminf/IQl P—:n —1|dy/'dP P
km—1 12
7 1 . 1 - 3 dll,l
2 K([ |Qldp'dP@P+ - ~limsup [ |Qf|~ >~ 2 T |2dIP’®]P’)
™ s=0 m

et par le lemme 4.1 on obtient
P
P

ce qui acheéve la preuve de la proposition. | |

2
-1

liminf/|Q| du'le’@]PZK/|Q|du'dP®P,

Preuve du théoréme 2: Soit

k
ﬂ=M@mwQ=H

=1

P,
P

;keN,n1<n2<...<nk}.

ni

Pour
k

0=1]

i=1

P,
4
ng

b
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la proposition 3.10 entraine

lim inf / |Q|
et par la proposition 3.9 on a

limsup/ Q|

d’oll pour m > ny, et par définition de § on obtient

g <@l - gK*6"

Ce qui entraine en prenant I'inf sur les ¢ que

f< B KB

2

—1|aydp @ P > K||Ql, > KB

Im
P

, 1
du'dP P < ”Q“l - ngﬁzy

P
P

et ceci entraine 8 = 0. ]
On cite maintenant un certain nombre de corollaires immédiats.

COROLLAIRE 4.6 (Bourgain): Presque siirement au sens de P les types spec-
traux des transformations d’Ornstein sont singuliers (par rapport & la mesure de
Lebesgue).

Preuve: Prendre u/ = X, P, = 1, et constater que la proposition 3.8 reste valable
en remplagant le symbole “lim” par “limsup” et le signe “=” par “<”. |

COROLLAIRE 4.7 (Dooley-Eigen): Si le parametre de découpage dans la con-
struction des transformations d’Ornstein est 10™, alors presque siirement au sens
de PP les types spectraux de ces transformations sont singuliers.

Soient n un entier positif supérieur a 2, (X;, As, v, T5)i=1,...» un famille finie
de systémes dynamiques. On note par A(™ 1'élément générique de I'ensemble des

couplage de ces n systémes dynamiques.

COROLLAIRE 4.8: Soitn > 2, on a:

éP{(wi)Ll A = éu} =1
=1 i=1

Preuve: Presque slirement les transformations (T, };=1.. . ont la propriété
d’autocouplage minimal et par le théoréme 1 la projection de A™ sur deux
copies de X est nécessairement la mesure produit d’oli par [D-Ruj, X(™) est la
mesure produit. ]
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