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A B S T R A C T  

It is shown that, almost surely with respect to the product measure, the 
maximal spectral type of Ornstein's transformations are mutually singu- 
lar so that these transformations are mutually disjoint in Furstenberg's 
sense. 

1. I n t r o d u c t i o n  

Dans [O] D. S. Ornstein introduit une classe de transformations de rang un selon 

un certain proc~d@ al@atoire et montre que presque sfirement ces transformations 

sont m@langeantes; ensuite D. Rudolph [Ru] adapte la proc@dure d 'Ornstein afin 

d 'obtenir  des exemples de transformations ayant la propri@t@ d'autocouplages 

minimaux (M.S.J). Vient ators J. King [K] qui montre que tout rang m@langeant 

a la propri@t@ M.S.J., donc presque sfirement les transformations d 'Ornstein ont 

la propri@t~ d'autocouplages minimaux. Mais, de mani~re g@n@rale D. Rudolph 

& A. Del Junco [D-Ru] montrent que deux transformations simples qui n 'ont  pas 

de facteurs isomorphes sont disjointes au sens de ~ r s t e n b e r g ,  en particulier, si 

les deux transformations ont la propri@t@ d'autocouplages minimaux, alors, elles 

sont disjointes si elles ne sont pas isomorphes car la propri@t@ d'autocouplages 
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minimaux entrMne la primalit6 [Ru2, p. 117]. I1 est alors naturel de se poser la 

question suivante : 

Les transformations d'Ornstein sont-elles presque sfirement 

mutuellement disjointes au sens de Furstenberg? 

Bien que cette question semble inaccessible par les m@thodes du codage [Th-p], 

la voie spectrale est rest@e inexplor@e. En effet, le spectre de ces transforma- 

tions est rest@ m@connu jusqu'& ce que J. Bourgain montre dans [B] que presque 

sfirement ces transformations sont singuli~res. En s'inspirant tr~s largement des 

techniques de J. Bourgain introduites dans [B] et d~velopp6es par I. Klemes dans 

[K1] et I. Klemes & K. Reinhold dans [K1-Re], et en les g6n6ralisant on r6pond 

affirmativement ~ cette question. En fait, on montre que presque sfirement les 

types spectraux de ces transformations sont mutuellement singuliers. Intervient 

alors le probl6me sous-jacent de la masse en z6ro qui pr@sente dans ce travail une 

s6rieuse difficult6. 

I1 va sans dire que ce travail s'inspire aussi de la litt6rature abondante sur 

les produits de Riesz classiques qu'on rencontre dans l'analyse harmonique, en 

particulier les travaux de J. Peyri6re [P], G. Ritter [Ri], F. Parreau [Pal, G. Brown 

& W. Moran [B-M] et de S. J. Kilmer & S. Saeki [K1-Sa]. De plus le r6sultat 

pr@c@dent est valable pour les types spectraux des transformations particuli6res 

d'Ornstein construites dans l'article de A. H. Dooley & S. J. Eigen [D-E] bien 

que la question du faible m61ange de ces transformations reste ouverte. 

1.1 CONSTRUCTION D~UN RANG UN. 

En utilisant la m6thode de d~coupage et empilement d6velopp~e darts [Frl] & 

[Fr2], on d@finit un syst~me dynamique de rang un de mani~re constructive comme 

suit. 

Soit B0 = [0, 1) muni de la mesure de Lebesgue v . 

Au stade 1: on d@coupe B0 en P0 intervalles de re@me longueur, et on place 

sur le i ~me intervalle al °) intervalles de m@me longueur puis on les empile l 'un 

apr~s l 'autre en partant de la gauche vers la droite. A c e  stade T envoie d'une 

mani~re affine le niveau i sur le niveau (i + 1), et T n'est pas d@fini sur le niveau 
hi = P0 + Po al0). ~ i=1  Ainsi, on vient de construire une tour de hauteur hi. 

Au stade k: supposons le (k - 1) iem* stade r@alis@; ainsi, on dispose de la 

(k - 1) ~m* tour de base Bk-1. On d~coupe cette tour en Pk-1 sous-colonnes 

de m@me longueur et on place sur la i ~me sous-colonne a~ k-I) intervalles de la 

m@me longueur puis on empile en partant de la gauche vers la droite. A ce stade 

T envoie d'une mani~re affine le niveau i sur le niveau (i + 1), et T n'est pas 
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X-~pk_l _(k-l) Ainsi, la k i~m~ tour obtenue a d~fini sur le niveau P k - l h k - 1  + z__,i=l ~ i  • 

pour hauteur  

Pk-1 

h k : P k - l h k - l +  u i a v e c 0 < u  i < c o ,  l < i < p k _ l .  
i = l  

Ce qui revient, en utilisant une d~finition symbolique, £ d~finir T par: 

n 

~ k + l  : ~ k  s s s .  . . s D k  s 8 .  . . s t~k  s .  . . s .  • • t~k  s s s .  . . S 

a~ t:) a~ k) a (k) a (k) 
P k  

• I 
v 

Pk lois 

oh Bk est le k i~me bloc et s est le s~parateur. 

Selon ce proc~d~ on vient de construire un syst~me dynamique ( X , , A , ~ , T ) ,  

qui peut  ~tre fini ou a-fini selon la quantit~ des s~parateurs utilis~e et dont la 

construction est enti~rement d~termin~e par la donn~e de deux param~tres: le 
k oz param~tre de d~coupage (p)k=0, et le param~tre d'empilement {{a (k-1)~p~ ~oo ~ i ] i : l ] k = O "  

Dans [C-N] il est montrd que le type spectral d'une telle transformation est 

donn5 modulo quelques atomes par: 

O" w*limHk=llPkl2d)~ o f l P k = ~ k k  \ j=O 

et A est la mesure de Lebesgue sur le tore ll". 

L'~galit~ dtant au sens de la convergence faible des mesures sur le tore. 

Les polynSmes P k  apparaissent d'une mani~re naturelle comme consequence 

de la relation r~cursive qui existe entre les bases Bk, en effet 

B k  : B k +  l U T h ~  +sk(1)  B k +  l U •.  • U T ( P k - - 1 ) h k  +sk (Pk- -1 )  B k + l ,  

u ( B k )  : p k ~ ' ( B k + l ) ,  

off s k ( n )  = a~ k) + ' ' '  + a (k)  et Sk(O) = O. 

En posant 
1 

f k -  v(~lB~, 
on obtient 

f k  -'~ P k ( U T ) f k + l ,  Otl U T  est l 'op~rateur associ~ ~ T. 
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En r~it~rant cette relation on obtient 

m - 1  

dak = IPkl 2 dak+l . . . . .  H IPk+Jl2 dak+.~, 
j=0 

oh ak est la mesure spectrale de fk. 

1.2 CONSTRUCTION DES TRANSFORMATIONS D~ORNSTEIN. 

Dans [O] le choix des s~parateurs est fait d'une mani~re al~atoire; en clair, on 

choisit d 'une mani~re uniforme et ind~pendante les ~xk,i)i=~ dans 

Xk = { h~-i  h~_~ } 
2 " " '  2 

et on pose 

a~ k) = hk-1 + Xk,i -- X~:,i-1, 

Un calcul imm~diat permet de conclure que 

et Xk,o = O. 

hk+l = Pk(hk + hk-1) + xk,pk 

et donc la suite (hk) est enti~rement d~termin~e par les deux suites d~terministes 

d'entiers positifs (Pk) et (Xk,pk). 

On impose de plus comme dans [O] que le nombre Xk,pk qui correspond ~ la 

derni~re colonne soit choisi entre 1 et 4 afin d'assurer la totale ergodicit6 ; ainsi 

la s u i t e  (Xk,pk) est une suite dCterministe qui v~rifie 

-~-oO 

E xk'pk ~ -~(:X). 
k=O hk 

On ddduit de ce qui precede que l'espace de probabilit~ des transformations 

d'Ornstein est donnd par ~t = I-I~l x ~  '-1, muni de la probabilit~ ~)z~l Qt, off 

Ql = (~)pz-1 L/l; L/l est la loi uniforme sur Xt. 

. pk--1) dans ~ d~finit les et Chaque point w = Wk = (xk'*)i=l . k>l s~parateurs par 

suite donne naissance h une transformation T~ et si on se restreint ~ ~ '  = {w : Tw 

mClangeante }, le type spectral de T~ est alors donn6 par: 

2 

aT,~ = o1.o = a = #.~ + 1 5 1 =  w* lim H 1 z p(hz+h'-l)+x~'p d)~ 
C l=l Pl p=O 

off w* lim d~signe la limite faible, #~ est le type spectral r~duit de T~ e t v  ~ est 

la masse totale du syst~me dynamique qui ne d~pend pas de w. 
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S'il n 'y  a pas d'ambigu'/t6, on notera dans la suite a e t a '  les types spectraux 

associ6s respectivement g T~o et T~o,, oh w e t  w' sont deux points de ~, # et # '  

leurs types spectraux r6duits. 

Le but de ce travail est de montrer le th6or~me suivant. 

THI~.OREME 1.1: Pour P ® ]P - presque tout (w, co') E ~ x ~ les transformations 

d'Ornstein T~, et T~/ sont disjointes au sens de Furstenberg, i.e. leur seul couplage 

possible est la mesure produit. 

En fait on montre le r6sultat suivant. 

THt~OR.I~,ME 1.2: Pour P ® P - presque tout (w, w') E ~ x ~ les types spectraux 

rdduits des transformations d'Ornstein sont mutuellement singuliers, i.e. 

IP ® P{(co, co'): #~o ± P~'} = 1. 

Preuve du thdor~me 1: Par exemple par le lemme de [Th] et le th6or~me 2 on 

obtient le thdor~me 1. II 

Le reste de ce travail est consacr6 g la preuve du th6or~me 2 .  

Dans la section 1 on donne un certain hombre de crit~res de singularit6 et de 

non-singularit6 mutuelle des types spectraux des rang un. 

Dans la section 3 on r6duit le probl~me g une majoration (Proposition 3.6) qui 

est montr6e dans la section 4. Les r6sultats de ces sections permettent d'obtenir 

une nouvelle d6monstration du th6or~me de Bourgain cit6 plus haut. 

2. La  s ingu la r i t6  et  non- s ingu la r i t 6  des t y p e s  spectraux des r a n g  u n  

Dans cette section, on d6veloppe un certain nombre de critbres de singularit6 

et de non-singularit6 des types spectraux des rang un en utilisant les notions 

classiques d'affinit6 et de moyenne g6om6trique de deux mesures sugg6r6es par le 

referee. Mais avant de d6velopper ces critbres, rappelons ces notions. 

Soient #, # '  deux mesures de probabilit6. Choisissons une mesure p telle que 

# < <  p et # '  < <  p (par exemple p = (/~ + ~t')/2); 6crivons d# = g dp et d#'  = g' 

dp. La mesure v / - ~ d p  ne d6pend pas de p: c'est la moyenne g6om6trique de # 

et #' ,  qu'on peut noter v~-#'. L'affinit6 ou l'int6grale de Hillenger est le nombre 

f dv/-~-# '. L'affinit6 est nulle si et seulement si les mesures sont 6trang~res; die 

vaut 1 si elles sont 6gales. 

PR,OPOSITION 2.1: Soient a et a' deux types spectraux de deux transformations 

de rang un faiblement mdlangeantes, i.e. 

N N 

l----1 1----1 
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Alors les deux assertions suivantes : 
N 

(1) lim limsupf_~5 1-I ]PIP[[ dA = 0, 
5--+0 / = 1  

(2) l iminf  / .  I ]N1 [PIP[IdA > 0, pour un certain bordlien B, 
~ D 

entrMnent que # et #~ ne sont pas singulibres. 

Preuve de la proposition: Par  l'in~galit6 de Cauchy-Schwarz on a 

N 

On peut  alors extraire  une sous-suite (Nk)k+r~ telle que I-IN~ IP~P[I&X con- 

verge faiblement vers une certaine mesure positive a continue en 0, l'in6galit~ 

de Cauchy-Sehwarz entraine aussi que pour toute  fonetion continue ¢ 

¢ IPIP[l dA <_ [¢12 I I  lPll2 dA IP[12 dA 
l = l  

1 

- I ¢121-I IP~l 2 d~ 
l = l  

d'ofi 

ce qui entraine que a est absolument continue par rappor t  ~ a (avec Une densit~ 

L2). Comme a n 'a  pas de masse en 0, a < <  #. De m~me, a < <  #q 

En  fair il est clair que la mesure a est inf~rieur ou ~gale ~ la moyenne 

g~om~trique des deux mesures et par (2) on obtient  a (T) > 0, d'ofi le r~sultat. 
| 

PROPOSITION 2.2: Soit # le type spectral d'un rang un, i.e. 

N 

# = w* l iml-  I IPll 2 dA, 
1=1 

et soit p une mesure positive sur le tore. Alors la convergence en mesure (au sens 

de p) de 1-I~l IPtl verso implique l'orthogonalit6 de p e t  #. 

Pour  montrer  cet te  proposit ion on a besoin du lemme suivant. 
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LEMME 2.1: Soit it c o m m e  dans la proposition prdcddente; pour  tout  e > O, pour  

tout  N > O, on a 

it 0 :  JPl l<e <e  2. 
/=1 

d 'oh  par le th6or~me g6n@al de convergence des probabilit6s dans un espace 

m6trique 

# 0 : I I  IPzl < c < l iminf  
/=1 0: I-LN= 1 IP,l<e } 

= lim inf ~ ~0:i_[~= x 
IP, I<~} 

< e 2. II 

M 

I I  IPtl ~' dX 
/=1 
N M 

1-[ Inl II 
1:1 /:N-4-1 

IP~12 d~ 

Preuve  de la proposition: Soit e > 0 ; ~ cause de la convergence en mesure au 

sens de p, il existe No tel que 

{ V N > N o ,  p 0 :  IP~l_> < c ,  
l=1 

¢ 
e t  par le lemme 2.1 on a # ~O: ]Pl[ < v ~  < e, i.e. il existe A~ tel que: 

p(A~) < e et #(A~) < e. D'ofi la singularit6 des deux mesures. I 

COROLLA~RE 2.1: Sir  1-I~=IlP~Pfld~ ---+ ] a l o r s g = # .  
N----++oo 

Preuve: La masse de a est inf@ieure ou 6gale £ l'affinit6 des deux mesures a et 

a t, qui vaut  1 si et seulement si elles sont 6gales. R 

COP~OLLAIRE 2.2: A±#~===~J l l i ' _ l ] /~z [dA - - +  0. 
N----++c~ 

Preuve: C o m m e  A correspond £ Pn -= 1, pour  tout  n, le corollaire d6coule 

imm6dia tement  des proposit ions 2.1 et 2.2. i 
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3. La  s ingular i t~  mu tue l l e  des t ypes  s p e c t r a u x  des t r a n s f o r m a t i o n s  

d ' O r n s t e i n  

Le reste de ce travail est bas6 essentiellement sur la gSn6ralisation de la car- 

actSrisation de singularit6 donn6e par J. Bourgain dans [B]et qui correspond au 

corollaire precedent. Cette g~n~ralisation se limite, dans notre cas, aux types 

spectraux ayant les m~mes bases, en clair on obtient la proposition suivante dans 

le cas des types spectraux des transformations d'Ornstein. 

PROPOSITION 3.1: Les deux assertions suivantes sont dquivalentes: 

(a) ~ 3_ ~', 

f HI=l -~[ d]]J ~ O. (b) N 
N - - - -+  - t - c o  

La preuve de cette proposition est fond~e essentiellement sur le (1) de la 

proposition suivante. 

PROPOSITION 3.2: Soient # et #~ les types spectraux rdduits associds respective- 

merit aux transformations d'Ornstein T~ et T~,. Alors 

(1) La suite de mesures finies (#N) donnde par 

N p l 2  
(3.1) #N = H ~ d#' 

/ = 1  

converge faiblement vers #. 

/IP--~[ 2 ) e t  ( ~ ) c o n v e r g e n t r e s p e c t i v e m e n t  (2) Les suites de mesures \1 P" I d#' 

vers #~ e t a  ~. 

Preuve: Clairement ~N est le type spectral rSduit de la transformation 
! l d'Ornstein SN associ~e au point (g  = (co0,Wl,W2,... ,O.)N,CdNWI,O3N+2,...) de 

f~. En faisant varier N dans N on obtient alors une suite de transformations 

d'Ornstein qui converge faiblement vers T~o, ce qui entraine (1). La premiere 

partie du (2) se d~montre de la m~me mani~re que (1), il reste alors £ montrer 

la seconde partie. 

En effet, comme 

- -  _ - -  J r -  

[p ' l  2 I p ' l  2 e pm  

off p,~ est le param~tre de d6coupage qui tend vers +oo quand m --+ +c¢, il suffit 

( ~' ) convergeversa ' .  de montrer que la suite ~ ~>0 

Notons: 
f l y  m - - 1  

- -  = w* aim H [~[2dA st da~m = H [p[[2dA. 
dpm [p~[2 g_.+OOl<N,l¢ m /----1 
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En remarquant que les potyn6mes ont des coefficients positifs on obtient que, 
A A A A 
t A 1 O.I pour tout k E Z, a m (k) <_p,~ (k) <_0.1 (k); comme 0.~ (k) ~ (k), on a 

A 
A 0.! pm (k) ~ (k) d'ofl le r6sultat. I 

Preuve de la proposition 3.1: Par l'in6galit6 de Cauchy-Schwarz on a 

(3.2) d#' < dR' <_ 1, 

de plus la borne inf6rieure de 

Qf f d]..t') (/f-ld] ,t) 
pris pour les fonctions f > 0 continues est le carr6 de l'affinit6 de # et #/. 

D'autre part, le (1) de la proposition 2.1 entraine tr6s simplement que les deux 

limites faibles 

lim ]-[ p@ P[ N - ~  ~ ~ d#' et lim d# 
/ = 1  

existent et sont 6gales h la moyenne g6om6trique x/-~-#L D'oh la proposition. 

C O R O L L A I R E  3.3: Les deux assertions suivantes sont 6quivalentes: 

(c) # _L #' ]~ @ ]P-p.s. 

N - - - + + e o  

Preuve: (d) ~ (c) d6coule imm6diatement de ce qui pr6c6de. 
(c) ~ (d) la proposition 3.1 entraine 

N 

lim //=1~1 -~/ d # ' = O  P ® P - p . s .  
N----++oo P i  

D'oh le r6sultat via 3.2 et le th6or6me de la convergence domin6e de 
Lebesgue. 1 

COROLLAIRE3.4: A_l_# P-p.sC==~ f l - IN l lP l l dAd i?  > O. 
N - - - + + o o  

Preuve: A correspond ~ P[ - 1. I 

Maintenant, le reste de la d6monstration s'inspire largement du travail de 

J. Bourgain [B]. 
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PROPOSITION 3.3: Les deux assertions suivantes sont dquivalentes: 

(1) inf 1-I~=1 -i Ll(~ , ) :kEN,  n l < n 2 < n a < . . . < n k  .=0. 

(2) ~±¢.  

Preuve: 
on a 

Or 

Posons Af = { n l ,  n 2 , . . . ,  nk} et soit N > nk, alors par Cauchy-Schwarz 

1 ( ( )" 
I S N  l ~ N  I S N  

l<N l<N 
i 

" 

Mais la derni~re quantitd est inf~rieure/~ 1, donc 

~a#_< fg ~, a. 
L_<N 

et cette in6galit6 permet de conclure via la proposition 3.1. | 

COROLLAIRE 3.5: Les deu_x assertions suivantes sont dquivalentes: 

(1) i n f "  --/fl-[~=l [ ~ [ d #  t dIP®]P: k E N, n l  < n2 < 723 ( . . .  ' (  ?~k} : 0 .  

(2) ~ ± ~ '  P®l~-p.s. 

Fixons, maintenant, une certaine sous-suite Af = {nl < n2 < n3 < . . .  < nk}, 
k C N, soit m > nk, et posons 

k 

i=1 " Ptrn 

On a alors le lemme suivant. 
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, . ~  ~ :: ~ ,Q, l~I ~ . '~®~ _< -~ (~ IQI + f IQ, i , , ')  -1  (s,ql [ i . 1 ' - :  )~. 

Preuve: Par l'in6galit~ de Cauchy-Schwarz 

(3.3) f [Q, I p [2 -1  d#'dlP®P_< ( f  ,Q, '[PI-112)½(/[QI }IF,+ 112) ½ 

Or, le deuxi~me facteur de l'in~galit~ (3.3) est plus petit que 2. En effet: 

[QI ½ ([PI + 1) 2 -< IQ]½ IF] 2 + IQ]½ 2 -< (HQ P[12 ][Pl[2) ½ + 1 < 2. 

D'autre part, le premier facteur de 1' in~galit~ (3.3) v~rifie 

/IQ[ I[P]-1[ 2-- /IQI ]p[2+ / [ Q [ - 2 / [ Q [  ]P[, 

i.e. 

( / I Q I  ]P[ 2 - 1 ) 2  <- 4 ( f  lQ] [Pla + / 'QI - 2 / ]Q[ IP[) . 

D'ofl le lemme. 1 

PROPOSITION 3.4: lim.~-,o~ f IQI ~ 2 p. dtt '=ftQ]d#'.  

Preuve: Consid6rons la mesure de probabilit~ suivante 

et constatons qu'on a 

T ~ d  * lim H IP[12 
M--+oo ~¢]v" 

l<M 

d'ofi 

n k  

dr - 1 2da ' et da' = I I  11:)[12 da~k+l' 

dr = I I  IF;I s d~'~+l 

n<_n~ 

On montre eomme le (2) de la proposition 3.1 que la suite .( ~ 2tiT)m>0. 

convergence faiblement versr  et ceei aeh~ve la preuve. 
Du lemme et de la proposition 3.8, on obtient par passage/~ la limite sup6rieure 

la proposition suivante qui permet de choisir eonvenablement la suite Af. 
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PROPOSITION 3.5: 

- ~  d # ' d P ® P  < lim S IOl p, 

Pour conclure ce travail, il suffit d'estimer 

E.H.  EL ABDALAOUI 

) ' 

Isr. J. Math. 

pm2_l S IQI d#'dP ® P. 

p_ 2 1 Mais compte tenu du fait que p ,  - s'annule en 1 la quantit6 pr6c6dente 

est la limite de la suite suivante 

M 

/ II I m;llt J-t '  II I ;I 
jEAf ~=1 jq~N,j#m 

En fait, le r6sultat est acquis si on montre la proposition suivante. 

PROPOSITION 3.6: l i m f l Q f l l - ~  2 - l l d # ' d ~ ® ] P  _> K f I Q l d # ' d Y ® F ,  of f  K 

est une c o n s t a n t e  p o s i t i v e  abso lue .  

La preuve de cette proposition comporte deux 6tapes qui font l 'objet de la 

section suivante. 

4. L'in6galit6 de K h i n t c h i n e - B o n a m i  e t  N o y a u  de  Fej6r  

4.1 1 ~RE I~TAPE (L'INI~GALITE DE KHINTCHINE-BONAMI).  

Fixons d 'abord z et in, (w, J )  vivant dans 1-1 × fl. Et d6finissons T par: 

T: Z - - +  T 

8 t - - ~  Z s. 

Alors 
z (P--q) (hm+hm-1)  

'--']l-'m] 2 - 1 = v-', . . _ _ . . 2 _ ,  apqTp(w)Tq(w)'  off apq 
p#a Pm 

et T v est d6finie par ¢v = r o xm,v ,  xm ,v  6tant la plume projection de ~.~ = X ~  m-1 
/ x p m - - 1  - ]t cause de la d6finition de P les variables al6atoires trp)p=l son l ;  ind6pendantes, 

et afin de les centrer on pose: 

hr~--i 

1 ± I (4.1) r ° = T h m - 1  + 1 z s, d'ofi rp  = rp -- r dr2 
h m - - 1  

8 ~  2 
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et 

(4.2) EapqTp~q = (Eapq) i T 2+ E a p q ( i y r  p + ST~q ) + EapqT;~q" 

Mais comme pour 1? ® IP les projections 7rl et 7r2 de O x O dans ~ sont 

ind6pen dantes alors pour ]? ® ]P les variables rpO 7rl et TBO Ir2 sont ind6pendantes. 

Par suite 

S tpml 2 - IP;~t  2 d]P®P 

(4.3) 

= i E (  iP~t 2 - I p : l  ~ i. } d ~ ® ~  

_ _ p ,  2 > f E(IPml2 I ~li,,] d~®e. 
Et k cause de l'ind6pendance on obtient par (4.2) 

i E(IPmI~ -IP'I~=,] ~ ® 

(4.3) = i Eapq(i'T;+ i z-~q)+ EapqT;~q d]R 
Maintenant par les m~mes arguments que J. Bourgain, on consid~re les signes 

al6atoires ~ = {el,..., epm-~} ~ {-I, i} p'-~, et l'espace de probabilit6 associ~ 

Zm=f~ .x{ -1 ,1}  p ' - ' ,  O f f f ~ m = {  hm-, h.~_,} pm-' 
2 ' " "  2 

Ensuite on consid~re l'esp~rance conditionnelle de l'expression suivante 

par rapport  ~ la t r ibu/3 donn~e par les A(I, x) off I C {0, . . .  ,Pm - -  1} et x E gtm 
ainsi 

{ hm-i h ~ - l }  levI {_l}il~l A(I ,x )=II{x i}× . - -  x{1}  i,l× 
iCI 2 '" "' 2 

En fait I correspond k 

e l - - l ,  V i E I  et E i = - l ,  V i i i .  

En d 'autre termes, on consid~re l'esp~rance conditionnelle par rapport aux 

variables Tp pour lesquelles ~p : 1, on obtient le polyn6me suivant de degr6 

deux en ¢: 

2 J q) 2 2 - - - -  
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d'oh 

(4.6) = / / E (  Z apq(/YT"p + / T ~ ) +  Eapq'r;T-~q ,~3]c~ d~ 

or, par l'in6galit6 de Khintchine-Bonami* [Bo], il existe une constante positive 
absolue telle que: 

..J_ E apq l -J- ~p l -~- ~q o=ff 2 2 rpT~ ]d~d]P 

E ape 1 + ep 1 + eq o-~ ) ½ 2 2 rpT~ 12d8 d~ + 
/ 

1 

o 2 ~- '~2  (Elo,.l l ,l 1 41) 
Or 

la derni~re in6galit6 r6sulte du fait que 

Vx>y>O,  V"-x-y>v/-X-v,~. 

Les in6galit6s (4.7), (4.8) et (4.3) combin6es avec (4.4) entrainent: 

(4.9) f ,Pro, 2 -  IP~, 2 dP®P_> K v a r ( r ) -  K f V ~  IT~ 14d~'" 
Pm 

* On peut 6tendre cette in6galit4 sans peine aux suites de variables al6atoires r6elles, 
ind6pendantes, de moyenne nulle et bora6es par fa m~me constante. 
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Mais le dernier terme du deuxi~me membre de l'in~galit~ pr~c~dente v~rifie 

i p,~--I 4 1 E IT~ 14 < - -  > 0. 
- -  , V / - ~ - ~  N - - - - ~ + o o  Pm p=O 

D'ofl (4.9) devient 

/ ( 1 
(4.10) IPml~--IP'ml 2 d ~ ® P _ > K  1 ( h m - l + l )  2 

On peut alors multiplier (4.10) par 

M 

f II IP~P;I 1-I IPJI ~ ~ ® ~ 
fen J=~ j~Al ' , j~m 

hm-1 2 I 
E Z8 -- - -  
s=O 

4K 

km --1 2 t 

E z ~ d # '  dip ® IP, 

Mais compte tenu du (2) de la proposition 3.1 le but de cette sous-section est 
d'estimer 

_~..~mkm_l 2 d#' 
1 

IQI ~ z ~ ,--z-~, ,~d P ® P, 
~=0 IP'L 

en d~montrant le lemme suivant. 

IQI d#' _ ~ ,-=-z,2 dP v ~ - f J IQI 
IP'I 

Oh k m = hm-1 - I -  1. 

puisque les deux expressions ne d~pendent pas des mSmes variables et int~grer la 
quantit~ obtenue par rapport k la mesure de Lebesgue. Enfin, en faisant tendre 
M v e r s  +oo on obtient 

Pm 2 1 d# 'dF®P_> 
I Q I  p, - 

/ (hm-ll + 1) 2 h~_~l~=o 2 , f d#' z~ d # '  dip ® P K ( j IQ[ ]-~-~dP ® ~' - IQI p - -  

4 da' dP®P 
/ I Q I  ip.12 ). 

4.2 2 ~me gTAPE (UNE ESTIMATION AUTOUR DU NOYAU DE FEJI~R). 
I1 nous reste g estimer la limite de la quantit~ suivante (quitte k extraire une sous 
suite): 
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Z s2 d ' 1 1 K-~km -1 ~ d ~ ( ~  P < c" LEMME 4.3: l i m s u p f l Q [  ~-~ z_~=0 

Preuve: Posons ~ = [Q.[, et constatons tout  d 'abord  qu'on a 

~m km_l [2 1 
(4.11) V6 > O, lim (P E z~ d#'  _ 0. 

~ - - , + o o  ~,,~[o ~=o  IP ' l  2 

En effet, par  l 'in6galit6 de Cauchy-Schwarz on a 

i -1 , ) 
1 dt t' f f ,~2 d#' ~ ½ d#' E z~[ - <  

~ = o  t IP&I2 

-< iP.12 

Or on a 

1 km--I [2 

L , , I ~ ~  z~l ~, <4 1_~ 
[p~[2 - ~m x [sin(~)[ 2 

4 1 
_< ~ x Isin(~)l 2. 

Le r6sultat  d6coule du fait que 

4 1 
kl x bi.({)t------ ~ 

f dtt' 
IP~] 2 

converge vers 0 quand m tend vers +oc.  

Maintenant  compte  tenu du fait que ~ est une fonction positive et continue en 

0, alors, pour  tou t  ~ > 0, il existe 7? > 0, tel que: 19[ < rj implique Iqo(0) - 1] < E. 

On en d6duit  

I/~._~7 kin-1 ]2 1 d#l N*. 

s~-0 

D'ofi 

, ~=0 J-,I V~ ~ I~12 
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(4.12) 
1 da l 

s=0 
k ~ - ,  12 

E z~ de' + e 
s=O 

_ _ 1 E d#'  + 

s=0 
+~.  

La derni~re in4galit4 %sulte du fait que 

A A 0.! 
l v~  ~ z , : / (n )  _>o-" (,~), o~ % - 

i P - i  2" 

Mais & cause de la continuit6 de #' et du fait que ~ V 'k~-I  z ~ 2 z-,s=0 v6rifie 

K km£1 2 
pour tout z ¢ 1, lim 1 z ~ = 0; 

m--~+oo s=O 

I km£1 Z s 2 1 
pour tout z ~ T, ~ < 1. 

s=0 

On obtient gr&ce au th6or~me de la convergence domin6e de Lebesgue 

~m km_l j2 
lim f 1 m-++oo j E zs d#' = O. 

s:O 

Ainsi (4.11) et (4.12) entrainent 

l i m s u p f ~  1 k,~--I 2 ~ ,  Z S d#' J IP'l 2 

= limsup ~ --km ~ zS --IP£12 + ,,,l~ ~ 

kin-1 2 

f n  1 d#' _< limsup ~ E zs ~(0) 
- ~  ~=0 IP'l 2 

. I 1 k,n--1 Z s 2 ! ~  ] 
<lim(J ~-~ s__~ 0 d#'+ +s= l+e._c 

k~-i ]2 ) 
1 d#'  

~ - ~ E  z~ 
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Et puisque ~ est arbitraire on obtient 

_ ~  km__ 1Z s 2 
l i m s u p f ~  1 V '  d#__.~ I < 1  

J z_~s=0 i P - i  ~ - c 

Maintenant il suffit de constater que si on pose 

1 km--I Z s 2 

I P ' l  2 

alors on a fm(W,w') _< 1, pour tout m. Ainsi, par le lemme de Fatou , on obtient 

/ l i r a  sup fm(W, w')dF ® F >_ lira sup f f,~(w,w')dF ® P, 

i.e. 

limsup f ® F < a 
- -  Ct~ 

ceci ach~ve la preuve du lemme. | 

Preuye de la proposition 3.10: Le (2) de la proposition 3.1 permet d'6crire 

l iminfjIQlf - 1 dl~'dP®F 

1 km--I  2 

_> K(f IQId#'dF ® "  + c l - l imsup  f IQI ~m ~=0 zs ~-~dpd#' ® 17) 

et par le lemme 4.1 on obtient 

I Pm2P~ 1 d#'d~®,>_K/lQId~'d~®,, lira inf 3 f IQI - 

ce qui ach~ve la preuve de la proposition. | 

Preuve du th~orbme 2: Soit 

/3=inf  I IQl l l :Q= n, ; k e N ,  nl<n2 < . . . < n k  . 
/ = 1  

Pour 
k Q=nl l 

i=1 
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la proposi t ion 3.10 entraine 

~_ 2 _ _ 
f l i m i n f j  Ivl P~n 1 d # ' d P ® e  > K]IQII1 > K• 

et par  la proposi t ion 3.9 on a 

l imsup IQ[ pm d.'c~®P <_ IIQIII- 8"" ~ ' 

d'ofi pour  m > nk et par  d~finition de ~ on obtient 

~ < IIQtll - !K2~2-  
- -  g ~ 

Ce qui entraine en prenant  l ' inf sur les Q que 

- -  8 - -  

et ceci entraine t3 = 0. | 

On cite main tenant  un certain nombre de corollaires imm~diats. 

COROLLAIRE 4.6 (Bourgain):  Presque sfirement au sens de ]? les types spec- 

traux des transformations d'Ornstein sont singuliers (par rapport ~ la mesure de 

Lebesgue). 

Preuve: Prendre  # '  = A, P~ -- 1, et constater  que la proposit ion 3.8 reste valable 

en rempla~ant  le symbole "lim" par "limsup" et le signe "="  par  "<" .  | 

COROLLAIRE 4.7 (Dooley-Eigen):  Si le param~tre de d6coupage dans la con- 

struction des transformations d'Ornstein est 10 n, alors presque sfirement au sens 

de F les types spectraux de ces transformations sont singuliers. 

Soient n un entier positif sup6rieur ~ 2, (Xi, ~4i, ui,Ti)i=x ..... n un famille finie 

de systbmes dynamiques.  On note par A (~) l'~l~ment g~n6rique de l 'ensemble des 

couplage de ces n syst~mes dynamiques.  

COROLLAII~E 4.8: Soit n > 2, on a: 

wi)i=l : ---- u = 1. 
i-~1 k i=1 

Preuve: Presque sfirement les t ransformations (T~) i= l  ..... ~ ont la propri~t~ 

d ' au tocoup lage  minimal  et par  le th~or~me 1 la project ion de A (~) sur deux 

copies de X est n6cessairement la mesure produi t  d'ofi par  [D-Ru], A ('~) est la 

mesure produit .  | 
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